Fourier polynomials

A Fourier polynomial is an expression of the form

N _
F, (x)= a, + Z (ak cos(kx)+bk sin(kx))
k-1
The constants ag, ay, by, k= 1,..., N are called coefficients of Fp(x). The Fourier polynonuals are

2n-periodic functions.

The coefficients of the Fourier polynonual are evaluated with the use of Fourier’s idea consisting in
multiplying the Fourter polynomial by terms cos(4x) and sm(kx). The formulas for the coefficients
of the Fourier polynomial are as follows

9022_[ F( )d

—JF Cosil\ d\”, I1<k<N

:—JF smfn x, 1<k<N

Fourier series for periodic functions

Let x() be a real imntegrable periodic signal of period 7. where  is the continuous tume. The integrabls
function 1s such function that integral exists. The signal is called periodic 1f

x(t)=x(t+T)

For a function that is itegrable on [0.7], the 1111111bets

=— j t)cos(2mkt/T)d 1, k:—j t)sin(2mkt/T)dt, k=0,1,2...

are called the Fourier coefﬁments of x(f). The partial sums of the Fourier series for x(7) are denoted

(Syx)t) —+Z[ak cos(2mkt /T )+b, sin(2nkt/T)], N=>0

k=1
The partial sums are trigonometric polynomials. It 1s expected that the functions Syx approximate
the function x(#) and that the approximation improves as N tends to infinity. The infinite sum
a +x ) )
?0 +> [a, cos(2mkt/T)+b, sin(2mkt/T)]
k=1
is called the Fourier series of x(7).



Exponential Fourier series and the Dirac comb

The exponenti'll Fourter series is the infinity sum of the form

ZF exp( MJ

where the Fourier coefficients are given by

1% 21
E =—\|x(t)exp| —j—Fkt |dt, k=0+11+2...
; T{ ()Xp( iz J

The Dirac comb (also known as an unpulse train and sampling function) 1s the integrable periodic
function ( )
A (r

= iﬁ(rf;ﬂ")
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which can be represented as the Fourier series. The Fourier coefficients F}, for the Dirac comb are
2n 1 1
ktldt =—expl—jO0)=—, k=0+1+2,
iz J 7 (-j0)

15,
Ly :Flb(f)exp(— 7

All Fourier coefficients are equal to the same value, therefore,

Apt)=>8(t—nT)= ! Zexp[ MJ
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FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Fourierova transformécia (d’alej len FT), ktord ndm prevedie signél z ¢asovej oblasti
do frekvencénej. Tym nam umozni ziskat’' prehlad o tom, v akom frekven¢nom rozsahu sa nés
signal pohybuje a aké zlozky (neziaduce) obsahuje. FT sa riadi zdkladnymi transformacnymi

vzt'ahmi:

X (o) = j"; x(t)e " dt, (9.0)

x(t) = % r; X(w)e'” do, ©.1)

kde x(t) je casovy signdl, X(w) je signdl vo frekvencnej oblasti a w je uhlova frekvencia.
Vztah (9.0) plati pre priamu FT a vztah (9.1) pre inverznu FT. Obdobne platia dva vztahy pre
FT diskrétneho signalu:

X(e™) = ix(n)e‘j"g, (9.2)



x(n) = i j X(e")e’dQ. (9.3)

Tymto postupom dostaneme napriklad zo signalu, skladajiceho sa z dvoch sinusovych
priebehov vo frekvenc¢nej oblasti dva zvislé peaky (vrcholy), ktorych vysky st umerné
amplitidam ¢asovych signdlov a ich umiestnenie na osi w definuje frekvenciu ¢asového
signalu (obr. 9.1).

Na Fourierovu transformdaciu signdlu v Matlabe existuje prikaz f£ft, ktory po zadani

pozadovanych parametrov (vzorky ¢asového priebehu signalu a pocet vzoriek v makrobloku)

prevedie funkciu z Casovej oblasti do frekven¢ne;.

x=f(t)
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Obr. 9.1 Fourierova transformacia ¢asového harmonického signalu (50Hz+360Hz)

Vibroakustické Casoveé signaly s(t) sa m6zu vyhodnotit' v Casovej oblasti, ale spravidla
sa im priraduju ich obrazy S(f) vo frekvencnej oblasti. Medzi pévodnym signalom a jeho
obrazom platia vztahy priamej a inverznej Fourierovej transformacie

S(f)= [s(t)e ">t (4.1)

= [S(F)e™"df . (4.2)

Z réznych druhov signalov sa najCastejSie pouziva harmonicky a periodicky signal.
Harmonicky signal je v tvare kosinusoidy (obr.4.1)
s(t)= Acos (2xf,t). (4.3)

Fourierovou transformaciou dostaneme (s pouzitim Eulerovych vztahov)

() jAcos(Zﬂft ”Z”ffdt j[ i2rfo t | gi2rh t ] izt t g



Al onlrn )i izslron A A
:ij[e? )ty g2l f“]dt=§5(f—fo)+55(f+ﬁ,). (4.4)

Periodicky signdl sa moze rozlozit pomocou Fourierovho radu na jednotlivé harmonické
zlozky, ktorych amplitudy su dané tvarom prisluSného periodického signalu. Transformacia
tychto signélov z Casovej oblasti do frekvencnej oblasti, ktoré su zobrazené v stiradniciach
amplitida — frekvencia je na obr.4.1.

Pri jednoduchych €asovo sa meniacich priebehoch, ktoré sa skladaju z urcitého poctu
diskrétnych harmonickych zloziek znamej amplitidy a fazy a ktoré neobsahuju zlozky
vyznamného nahodného kmitania alebo otrasov, mozno pomocou Fourierovej analyzy
s presne stanovenymi matematickymi vztahmi uvadzat vzajomné vztahy r6znych
zakladnych veli¢in (napr. vychylku, rychlost, zrychlenie, vykmit, efektivnu hodnotu, priemernu

hodnotu atd.).
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5.3.1.1 Vyznam Fourierovej analyzy, ¢asovy a frekvenény rozsah

Fourierova transformacia sa stala najvyznamnejSim prostriedkom digitalnej
experimentalnej analyzy signalu. Pri analyze signalu je snaha vyjadrit zlozité funkcie
jednoduchs&imi, priCom je vhodné fubovolnu funkciu x(t) nahradit suctom harmonickych
funkcii. Pre periodické funkcie sa takato transformacia nazyva Fourierova.

Ak uvazujeme periodicku funkciu

x(t)=x({t+nT) n=12.-.
s periédou T, potom uvedenu funkciu mozno vyjadrit kone€nym alebo nekone€nym suctom
harmonickych funkcii s frekvenciami f, =k -f, v tvare

x(t):ixk(t)=%A0+§Ak cos(2nf, t+¢,), (5.24)
k=0 k=1
pritom A,/2 je absolutny ¢len,

A,  -amplitida k —tej harmonickej x, (t),

¢, -fazovy uhol k- tej harmonickej x, (t),

f,=1/T - zakladna frekvencia.

Vyraz (5.24) je realny Fourierov rad funkcie x(t). Na obr.5.19 je rozlozenie funkcie
x (t) na pat prvych harmonickych.

Pretoze Casovy priebeh harmonickych funkcii je znamy, mdzeme €asovu nezavislu
premennu nahradit frekvenciami, odpovedajucimi &asovym priebehom, &im dostaneme



znazornenie vo frekvenénom rozsahu (obr.5.19). Vyjadrenie vo frekvenénom rozsahu nam
vSak nedava Ziadnu informéciu o fazovych uhloch o, .

%5 (t)

3
T
casovej oblasti Zhazomenie vn::
t frekvencnej obasti
PretoZe plati coso = % (ef“ + e‘f“), z (5.24) dostaneme
X(t)zlA +§: 1A [ef(Z”fkt+¢k)+e*/(2”fkt+</’k)]:
20 . k
_ z %Ak ej(znfkmpk) _ Z %Ak gl % .gi27fit _ z X, gi27ft
k=-o k=—o0 k=—0

(5.25)
Vyraz (5.25) udava komplexny Fourierov rad a X je komplexny koeficient, ktory ma

amplitadu % k — tej harmonickej x, (t) a prislusny fazovy uhol o, .

Vzhlfadom k sumacii <—oo, +oo> vystupuju v rade (5.25) len konjugované komplexné
hodnoty X, = X, .V dosledku toho sa vSetky imaginarne zlozky zrusia.

Komplexny Fourierov rad méZzeme vyjadrit nazorne. Ku kazdej frekvencii f, prislucha
konstantna komplexna amplitida X,. Tato amplitida sa da, ako kazdé komplexné Cislo,
vyjadrit’ graficky v komplexnej rovine. Faktor e/ 2™’ ! vzhfadom na rovnomerne rasttci ¢as
t , sa da modelovat rotaciou vektora proti ota¢aniu hodinovych rugiciek. Faktor e/ 2™’ !

rotuje v smere otaCania hodinovych ruciCiek. Na obr.5.20 su znazornené oba konjugované
komplexné C&leny radu sindexami k a -k, ako aj ich staly realny geometricky sucet
v komplexnej rovine.
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Obr.5.20 Znazornenie okamzitych hodnét k —tej harmonicke;j x(t) pomocou rotujuceho vektora

v komplexnej rovine; a) ako stc¢et dvoch konjugovanych komplexnych vektorov pre t =0; b) ako
sucet dvoch konjugovanych komplexnych vektorov pre lubovolné t; c) ako redlna ¢ast komplexného
vektora pre lubovolné t

j2mfy t

Pre Casové okamziky t=0,T,2T,...nadobuda exponencialna funkcia e realne

hodnoty +1. Hodnota x (0) je preto realnym stétom koeficientov X,
x(0)= k; X, .

Popisany postup je obzvlast vhodny pre znazornenie komplexného Fourierového radu
a spektralnej analyzy periodickych signalov.

Pre urcité pripady pouzitia je beZné a ucelné, pouzit komplexné vyjadrenie pomocou
obr.5.20c. k —ta harmonicka je tu chapana tak, Ze reélna funkcia x, (t)= A, cos (2nf t + ¢, )
je realna ¢ast komplexnej funkcie

z, (t)=A, e/ @kt o) = A cos(2nf, t+q, )+ A, sin(2nf t+g¢,).
Pretoze
z, (t)=A, e’ -e/?7 '  mbzeme pisat
2, (t)=2, /27t
kde Z, je komplexna amplitida harmonického kmitania.
Medzi velicinami A,, X, a Z, je suvis vyjadreny vztahom

Ac=1Z=21X,].

Dalej podla obr.5.20b, a 5.20c je
1 1 .
Xk (t)ZEZk (t)+§zk (t)=Re {z (1)},

pricom z; (t) je konjugovana komplexna veli¢ina ku z, (t).
Mnozina X, (k =—00,...+ oo) sa nazyva dvojstranné komplexné amplitidové spektrum

X (t) periodickej asovej funkcie x(t) . Ako funkcia frekvencie X (f, )= X, je definovana len

na miestach f=f,. Jedna sa preto o diskrétne spektrum. Na obr.5.21 su tieto zavislosti



znazornené na priklade realnej periodickej funkcie z obr.5.19. Casova funkcia ma pre
A, =A/3, A, =Alk tvar

1 5 A i
x(t)—§A+kZ_1?cos{ 2nkf1t+(k—1)ﬂ

—1A+ACOSZth1t+lA cos | 4 nf, t+
3 2 4
+— Acos| 6nft+= +1Acos(8nf1t+3n/4)
3 2) 4
+% Acos (10 nf,t + ).
Znazornenie v spodnej Casti obr.5.21 odpoveda okamZitému stavu rotujucich vektorov

vEase t=0,T,2T atd. Pre kazdy iny €asovy okamZzik zaujmu vektory inu polohu a sice taku,

Ze geometricky sucet vSetkych vektorov stale dava realnu hodnotu x (t) Obidve znazornenia
na obr.5.21 su teda uplne rovnocenné.
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Obr.5.21 Casova funkcia komplexného amplitidového spektra periodického signalu
x(t)= A/3+Acos2nf t+...
Komplexne koeficienty X, urCime podfa vzorca

1 .

—N |

%_ x(t)e /2 !dt .

-

(5.26)

N

Rovnica (5.26) jednoznacne priradzuje realnej periodickej funkcii Casu x(t) diskrétne
obojstranné komplexné amplitidové spektrum, ktoré je definované len na miestach

f=f (k=0,2£1,+2,...) funkciou X(f). X(f) je Fourierov integral, fourierovsky obraz funkcie
x(t).



Celkovy vykon nahodného kmitania je rovny suctu vykonov jednotlivych harmonickych
zloZiek tohto kmitania. Veli¢ina x? (t) sa nazyva okamzity vykon kmitania. Stredny vykon
periodického signalu je definovany vztahom

P=

— o [

) 0 0 2
L] ¢dt= Y[ =Y xix =Y 5
k=—0 k=—0

k=—x0

N~

Pritom X, je komplexna veli¢ina konjugovana k X, . Znalost koeficientov X, dovoluje

vypovedat o rozloZeni vykonu signalu na jednotlivé frekvencie f, . Suhrn vSetkych |X,(|2 sa
nazyva obojstranné vykonové spektrum funkcie x(t). Oznaduje sa S(f). Hodnoty
vykonového spektra su stale redlne. S(f,) je, rovnako ako X(fk), definované len pre f =f,.
PretoZe |X,|=|X_,|, vatsinou sa uvazuje iba jednostranné vykonové spektrum G(f)=2S(f),
pricom

G(fk)=28(fk)=%A,f, k=12,...
G(O):%Ag =X%(0)= X2.
Na obr.5.22 su uvedené priklady jednostranného a obojstranného vykonového spektra.
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Obr.5.22 Obojstranné a jednostranné vykonové spektrum signalu

5.3.1.3 Fourierova transformacia

Fourierova transformacia sa da fahko nazorne objasnit aplikaciou rozvoja do
Fourierovho radu na neperiodicku funkciu. Dlzka periédy bude teraz nekonecne dlha

(T >o=1f —0) ahodnoty kf, =$ leZia v dosledku toho nekonecne husto na frekvencne;

osi. Preto povazujeme frekvencie za spojito premenlivé (kf, —f) a hodnotu 1

nahradzujeme df . Ak tieto hrani¢né situacie zavedieme do rovnice (5.26) budu hodnoty X,
amplitidového spektra X (f) diferencialne malé, pretoze vykon signalu sa musi rozdelit na
nekonecne vela frekvenénych Ciar.

Aby sme napriek uvedenému dostali kone¢né hodnoty, delime tieto komplexné
amplitady X (f) diferencialne malym frekven&nym intervalom df , a funkciu



x(r)=X0)
df
nazveme Fourierovym spektrom funkcie x(t), alebo obojstrannou amplitidovou
spektralnou hustotou.
Rovnice (5.26) a (5.25) prejdu potom na tvar

X(F)= ] x(t)-e /2"t (5.27)

x(t)= T X(f)-e’27"dt, (5.28)

pridom X (f) je komplexna funkcia definovana na celej frekvenénej osi — oo (f (oo
Dalej plati
X(f)=X"(-f) .
Rovnica (5.27) udava Fourierovu transformaciu. Rovnica (5.28) je prisluchajuca

spatna transformacia (inverzna transformacia). Obidve rovnice tvoria tzv. Fourierovsky par,
¢o symbolicky vyjadrujeme vztahom

X(f)= {x(t)}, x(t)=o " {X(f)}. (5.28a)
Funkcia X (f) definuje frekven&né spektrum originalu x(t) ako komplexnt veliginu.

Matematicky predstavuje Fourierova transformacia integralnu transformaciu s jadrom
K(f,t):e‘z"”. Dostato¢nou podmienkou pre pouzitie Fourierovej transforméacie na funkcie

x(t) je existencia integralu “x(t} dt. Tento predpoklad je pri vyhodnoteni realnych

—o0
procesov stale splneny, pretoze v désledku kone¢ne dlhych meracich ¢asov su integracné
hranice konec¢né.

Ak realizujeme Fourierovu transforméaciu na signal x;(t) z asového intervalu
[-T/2, T/2,], pricom funkcia x(t) je definovana na celej asovej osi, oznadujeme ju X; (f),
pricom plati

x; (t) e /2 "dt .

— N

X7 (t):

N~

Realnej funkcii ¢asu x(t) prostrednictvom Fourierovej transformécie priradime
komplexnu funkciu X (f) na frekvencnej osi anaopak. Fourierova transformacia teda
sprostredkuje prechod z ¢asovej na frekvencnu oblast.

Parne funkcie [x(t)=x(-t)] maju v doésledku X*(~f)= X(f) &isto redlnu, neparne
[x(t)=-x(-1)] gisto imaginarnu amplitidovd spektralnu hustotu.

Amplitidova spektralna hustota (Fourierovo spektrum) je objasnena len pre
deterministické funkcie. Pre stochastické Casové priebehy nastavaju problémy. Preto sa



namiesto (komplexnej) amplitidy X(f)  uvaZuje (redlny) vykon S(f) pre urdenie
obojstrannej vykonovej spektralnej hustoty

$(n=310

df -~
Medzi vykonovou spektralnou hustotou S(f) a amplitudovou spektralnou hustotou

X () (Fourierovym spektrom) plati vztah

- 2
o f o () %
$(F)=$,.(F)= lim X (F) _ Jim Xr(f)TXT(f), (5.29)

T—>®© T T—>»o

Pritom T je &as vybratého useku signalu. Indexy xx vyjadruju, Ze vyraz S(f) je
tvoreny z &asovej funkcie x(t). Pre stacionarne stochastické &asové funkcie x(t) je
potrebné uvazovat s vytvorenim strednej hodnoty pre odhad ocCakavanej hodnoty.

Pretoze X(f)= X*(-f) je S, (f) parna funkcia S,,(f)=S, (-f), takZe sta&i poznat

Sxx(f) pre f>0. Preto sa Casto udava jednostranna vykonova spektralna hustota

G, (f)=2S,(f), f)o0. (5.30)
Pre f=0 plati G, =S,,(0).

Realne funkcie S,,(f) a G,,(f) neobsahuju Ziadne informacie o faze.

Pre popisanie signalov a systémov sa pouzZivaju okrem uvedenych spektier
(amplitidova spektralna hustota, vykonova spektralna hustota) dalSie charakteristické
funkcie (autokorelaéna funkcia, vahova funkcia, prenosova funkcia, prechodova funkcia
a pod.). Su to funkcie odvodené z Casovej funkcie, pri¢om sluzia pre charakteristiku signalov
alebo systémov. Nevyhodou vSak je, Ze pri vytvarani charakteristickych funkcii sa moéze
stratit' ¢ast’ informacii obsiahnutych v signale. Podrobnejsi popis tychto funkcii je napr. v [34].

5.3.2 Diskrétna Fourierova transformacia (DFT)

Postup bude ukdzany na priklade s Casom merania 16 s a s diskretizaciou At=1s

(obr.5.23). Digitalny meraci postup dava hodnoty v tvare konecnych hodnét v urcitom
diskrétnom Case. Z priebehu na obr.5.23a, dostaneme diskrétne hodnoty zintervalu T,

pricom ich poCet je N = ALt =T f,. N udava €asovu postupnost, f; je vzorkovacia frekvencia.
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Obr.5.23 Vysvetlenie diskrétnej Fourierovej transformacie

a) redlna asova funkcia, b) diskretizacia v intervale T na N hodnét s frekvenciou f; = 1/At, c)

vytvorenie periodickej diskrétnej postupnosti, d) Fourierova transformacia do obojstranného
periodického €iarového spektra X(k), e) nahrada amplitidovej spektralnej hustoty ¢asovej funkcie

x (t) vo frekvenénej oblasti 0<f < f,/2 pomocou spektrainych hodnét X (k),
k e(=N/2+1, N/2-1) ,prisom X (k)= X"(-k).

Na obr.5.23b, je diskrétna funkcia znazornena stupriovitou funkciou. Mimo tohto
intervalu je funkcia spoc€iatku nulova. Po diskretizacii je cela funkcia x(t) reprezentovana len
N hodnotami tzv. vzorkovacej funkcie x; (t) Ak by sme takuto funkciu chceli podrobit
Fourierovej transformacii podla (5.27), mali by sme dostat’ spojitu funkciu X(f) definovanu
na celej frekvencnej osi. Pri digitalnom spracovani Udajov vSak oCakavame aj vysledok

v diskrétnej forme, t. j. v tvare diskrétnych spektralnych hodnét

X(kaf)=X(k), k=01.N-1.



Z Fourierovho radu vieme, Ze diskrétne spektrum dava len periodicka funkcia. Ak

teda chceme vysledok vyjadrit' v diskrétnej forme a ak interval [O,T] nie je nahodou peridda
funkcie x(t), musime potom merand funkciu v intervale [0,7] urobit periodickou predtym,

ako uskuto¢nime transformaciu. To dosiahneme periodickym pokracovanim funkcie (obr.
5.23c). To v8ak znamena znacny zasah do Struktury signalu. Napriek tomu tento postup ma
velku vyhodu, pretoze umoznuje podfa (5.25) a (5.26) rozvoj do Fourierového radu. Ak sa
obmedzime na vyhodnocovany frekvenény rozsah potom dostavame konecny integracny
interval, resp. kone¢né sumy, ¢im dostavame jednoduchy algoritmus.

Transformacia je v oboch smeroch symetricka, az na znamienko exponentu, takze
plati aj opacny myslienkovy postup.

Diskrétne hodnoty Casovej funkcie (obr.5.23c) davaju periodické spektrum, ktoré je
v désledku vynutenej periodickej ¢asovej funkcie opat diskrétnym spektrom (obr.5.23d).
Pritom musi byt samozrejme overené, Ci takéto periodické spektrum odpoveda frekvencnej
informacii daného ¢asového signalu.

Pri Fourierovej transformacii podla (5.25) dostavame obojstranné Ciarové spektrum

so zakladnou frekvenciou f, = Af =1/T . f, je najmensSia frekvencia v spektre a st¢asne je to

vzdialenost Ciar v spektre, vo frekvenénej oblasti. Pretoze spektrum pozostava z diskrétnych

Ciar, je Af suc€asne neistotou v udajoch frekvencie v spektre. f; je Sirkou frekvenéného
pasu, resp. Sirkou pasu. Sirka pasu je najprv nezavisla od vzorkovacej frekvencie f, .

Uréme vztahy medzi N diskrétnymi hodnotami x(nAt)=x(n) n=01,...,N -1
asovej funkcie x,(t) a N hodnotami spektra X (kAf)= X(k), k=01,...,N-1.

Rovnicu (5.26) pouzijeme pre diskrétnu periodicku funkciu (obr.5.23c). Kazda

diskrétna hodnota x(n) reprezentuje, vzhladom na pouzity krok diskretizacie At:fl,
S

Diracov impulz velkosti x(n)At t. j. mdZeme pisat

X (t)=x,At8(t-nAt), n=01,...,N-1.

Pre %z Af a f, = k Af zo vztahu (5.26) dostaneme pre k —tu spektralnu hodnotu

-
2 .
X =Af | x,At3(t—nAt)e /2™ At gt =
T
2
N-1 .
= Af Z X(n)Ate—/anAant )

3>
Il
=N

Pretoze Af =l a At =L dostaneme
T N

_jonk

X(k):%Nf x(n)e 7N k=01,..,N—1 (5.31)
n=0



Rovnako zo vztahu (5.25) bude

x(n)::'z_; X (k)6 >N | n=01..,N—1 (5.32)

Rovnice (5.31) a (5.32) su vztahy pre diskrétnu Fourierova transformaciu.
Predstavuju vratné jednoznacné priradenie medzi N uz diskrétnymi hodnotami x(n) a
X(k), k,n=012,...,N-1. Hodnoty x(n) a X(k) maja rovnaky fyzikalny rozmer, pri¢om
X (k) ma vo véeobecnosti komplexné hodnoty s X (k)= X*(~ k) (obr.5.23d). Tato symetria
sa ziskava zo skutognosti, Ze x(n) su realne hodnoty a komplexné &isla e/“ a e/* sa liia
len znamienkom imaginarnych &asti. Hodnota x(0) je ako stcet realnych &isel stale redina.

Na obr.5.23d su znazornené hodnoty | X (k)| a |X(-k)| diskrétnej funkcie X (k).
= N Af . Pretoze plati X (k)= X*(- k) je celkové

spektrum reprezentované %H hodnotami X (0), X(1)X(gj

X (k) je okrem toho periodicka s periédou f.

S

Pretoze sme vysli zneperiodickej Casovej funkcie (obr.5.23b), predstavime
odpovedajucu spojitu amplitudovi spektralnu hustotu priblizne opat stupriovitou funkciou

N

X(f) v rozsahu medzi 0 a %f =5Af (obr.5.23e). Ako bude ukazané v 5.3.4, je to prave

S

ten frekvencny rozsah, v ktorom dostaneme zmyslupiné informécie. Frekvencia f,/2 sa
nazyva Nyquistova frekvencia.

Sestnast nameranych hodnét na obr.5.23 vo vzdialenosti 1s dava teda vo
frekvencCnej oblasti medzi 0 a 0,5Hz prave 8 spektralnych hodnét vo vzdialenosti 0,0625

Hz. Predpokladajme, aby sme sa viac pribliZili praktickym pripadom v strojarstve, dizku
merania T =10s so vzorkovanim 100 Hz, ¢im dostaneme N =1000 hodndt, z ktorych vo
frekvenénom rozsahu dostaneme spektrum s 500 Ciarami vo frekvenénej oblasti 0 az 50 Hz
t. j. so Sirkou pasu 0,1Hz . Zdvojnasobenie ¢asu merania na 20 s by dalo N =2000 hodnét,
z ktorych by vzniklo 1000 vyhodnotitelnych spektralnych Ciar medzi 0 az 50 Hz so Sirkou
pasu 1/T =0,05Hz . Dosiahneme teda dvojnasobné rozlisenie.

Ak naproti tomu pri rovnakej dobe merania T =10s zdvojnasobime rychlost
vzorkovania na 200 Hz, dostaneme opat N =2000 hodndt, z ktorych dostaneme 1000
spektralnych &iar. Tieto vSak teraz lezia medzi 0 a Nyquistovou frekvenciou 100 Hz. Sirka

pasu teraz ostane nezmenend, ale zdvojnasobi sa vyhodnotitelny rozsah frekvencii. Cas
merania T teda urCuje Sirku pasu Af, vzorkovacia frekvencia f; najvyssiu vyhodnotitelnu
frekvenciu v spektre.

tjonk

Nakoniec este interpretujme vyrazy e N vrovniciach (5.31) a (5.32)

i'2nk£
a predstavme DFT vtvare nasobenia matic. Faktor e’ N:cosan%ijsinan%

. — . e : . n
predstavuje komplexné Cislo, priCom orientacia vektora je urCena uhlom 2nkﬁ. Pre



vytvorenie spektralnej hodnoty X (k) sa musi N reélnych hodnét Casovej funkcie x(n),
n=012,...,N—-1 vynasobit tymito komplexnymi Cislami a scitat. Celkove je teda potrebné
realizovat N? suaginov.

Suvislosti osvetlime blizsie pre N =8. Mame 8 realnych hodnét x(0), x(1),...,x(7)
Sasovej funkcie, ktoré je potrebné vynasobit s faktormi e /278 k n=01,...7 .

Pre k=0, alebo n=0 je e =1, takze plati

X(0)=x(0)+ x(1)+ x(2)+ x(3)+ x(4)+ x(5)+ x(6)+ x(7),
pre k=1 je

pre n=1: /28 :cos%—jsin%:(%j)\/?,

ren=2:e7/2"2® —cos = — jsins=—j,
p 5 J 5 J

pre n=3: /238 =cos%n—jsin%n=—(1+j) V2,
pre n=4: e/?*® —cosn— jsinn=-1,

atd.
Ak rovnakym postupom ur€ime faktory pre k=23,...,7 je mozné 8 spektralnych
hodnét X (k), k=0,...,7 uréit nasledovnym maticovym sdginom

X (0)] 1 1 1 1 1 1 1 1 1[x(0)]
X(1) 1 (-)N2 —j -@+)N2 -1 -(-j)N2 +j @+j)N2 || x(1)
X(2) 1 —j —1 )i 1 —j —1 j x(2)
X@)|_1 (1 -(+)/N2 j -2 -1 (+j)N2 —j -(1-))/¥2 ]| xB)
X(4)| 8 |1 —1 1 —1 1 —1 1 —1 x(4)|
X@E)| |1 -0-)N2 - (+j)N2 -1 =)z ) -(+))/V2 | x(5)
X (6) 1 +j -1 —j 1 j -1 —j x(6)
xX@)] 1 N2 -A-PN2 -1 - N2 - (-i)N2 [[x(7)]

Pri pouZiti vektorového znazornenia pre komplexné ¢isla matice so suradnicami
v zhode s obr.5.20 su tieto vztahy prehladnejSie. Vetky vektory maju jednotkovd diZzku

a smerové uhly su stale nasobkom 27/8 =%:45°. Kazdy riadok matice reprezentuje inu

hodnotu kmito&tu. Kazdy stipec matice predstavuje iny asovy okamzik.

X(0)] R A Y N N N N A P ()]
X (1) T 7 5> N 1 K « X|[x(1)
X(2) T 5 b« T 5 L «|[x(@2)
X@)| 11T N « 7 L X 5 g||x@3)
X)) 8|t L L L L]]x@)
X (5) T E 5 X U7 « X[ x(5)
X(6) T« I 51T « 1 5| x6)
| X(7)] T X « ¢ I N 5 7| |x(7)]



. , . Sy . —j2m . ax I
Ak Stvorcovu maticu s komplexnymi Cislami e © N oznadime F mdzeme pisat

X=F-x,

kde X je stipcovy vektor s 6smimi spektralnymi Giarami,

x stipcovy vektor 6smich diskrétnych hodnét Gasovej funkcie.

(5.33)

5.3.3 Rychla Fourierova transformacia (FFT)

Nasobenie matic (5.33) vyZaduje N? komplexnych nasobeni. Ak je N =2""=1024
(najcastejSie pouzivané) mame 2?° nasobeni. ZniZenie po&tu nasobeni z N? na log, N -N
sa da dosiahnut vhodnym rozlozenim matice F. Algoritmus sa nazyva rychla Fourierova
transformacia (FFT). Rozklad matice F sa realizuje v dvoch krokoch. V prvom kroku iba
pretransformujeme maticu F a vektor x . Predpokladame, Ze N ma mocninu 2 a ¢Cisla 0
az N -1 vyjadrujeme ako binarne Cisla. K tomu potrebujeme log, N binarnych miest, ktoré

su obsadené nulou alebo jedni¢kou. Vyjadrenie €isla ako binarneho sa oznacuje Bitovy vzor.
Transformaciou matice a vektora nastava tzv. Bitova reverzia.

Pre N =8 je tento postup znazorneny v tab.5.1.

Bitova reverzia ¢isel 0 az 7 Tabulka ¢.5.1
n n n n
(decimalny) (binarny) (binarny) (decimalny)
0 000 Bitova 000 0
1 001 reverzia 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 = 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7

Ak sa v matici F zamenia stipce a v stipcovom vektore x riadky podla tejto schémy,
vysledok X maticového nasobenia sa vébec nezmeni. Predpokladom je iba zmena N
hodnét v pamati pocitaca podla schémy Bitovej reverzie. Z rovnice (5.33) dostaneme

"X (0)] £ S S N A N N P (0)]
X (1) Tl 5 « 7 £ N X||x(1)
X(2) T 1Tl 5 5 « «|[x(
X@)| 1|74 « > NX 7 £ x(3)_Ax
x@| 8|ttt L oLl L x@ T
X (5) Tl 5 « ¥ 7 x N||[x(5)
X (6) Tl e« « 5 5|x(6)
| X(7), Tl « 5 XN £ 7][x(7)]




Ziskana matica A sa v druhom kroku rozlozi na suéin troch jednoduchych matic
A,-A,-A,. Bez dokazu (ktory sa da ziskat roznasobenim) pre N =8 udavame nasledovné

rozlozenie:

M o0 o0o0|[To0o 0 O]t ot 0i00O0 O[[t 70 0i0 0 0 O]
0100070 0[[0 10 000 0|1 1000000
007%T0/00 > o0||T0!l 0000 O ooiTMoooo
000 T/00 0Njjo170«i0000[001 40000
T ooo0flloooffooooito:t offooo0o0iT Ti00
o1 o0o0|0o “0 0//0000i0 o0 >/lo0o00{T {i0 o0
ooTooo«ooooo@ToHo oooo@ooiTT
000 100 0 K000 0i0 10 «|[0000i00 " {

Vytvorenie sucinu X =A,A, A;x prebieha v troch etapach. V prvej etape je urCené

A;x.

PretoZe kazdy riadok obsahuje len 2 prvky, su poZadované 2 N nasobenia, z ktorych
ale najmenej N sa nemusi vykonat, pretoZe faktor z matice A, je rovny jednej (T odpoveda
e’ =1).

Rovnaké tvrdenia platia pre iné (dalSie) kroky nasobenia, takze celkove sa mbze
vyskytnat’ maximalne 3N sucinov. DalSie operacie su s€itavania, ktoré su malo naro¢ne na
cas.

Pre N)8, ak N je mocninou Cisla 2, je stale mozné rovnaké rozlozZenie, takze sa
poCet sucinov (nasobeni) znizi maximalne na N -log, N, pretoze z 2N od nuly réznych
prvkov matice A; stale najmenej N elementov je rovné 1.

Tymto algoritmom pochadzajucim od Rungeho (1912) (pricom bol znova vyuZity v r.

1965 Cooleyom a Turkeyom), sa zniZuje vypoctovy €as nevyhnutnych nasobeni napr. pre
log, N

bezny pripad z praxe N =1014 =2'° na percentuélne =0,0098 =0,98%.

Zavedenie tohto postupu umoznilo Siroké rozvinutie frekvencnej analyzy. VSade tam,
kde sa vyzaduje transformacia digitalizovanych hodnét z Casovej na frekvenénu oblast
(alebo naopak) je nevyhnutné pouzit FFT algoritmus.

Ak sa jedna o transformaciu realnych snimanych hodnét uréitého ¢asového signalu,
je mozné daldie zniZzenie asovej narocnosti, pretoZze imaginarne €asti hodndt su nulové. Pri
spatnej transformacii komplexného spektra sa tato vyhoda straca. Redukcia ¢asu je uvedena
v tabulke 5.2.

Redukcia ¢asu pri FFT Tabulka ¢. 5.2
N 28-8 | 2416 | 2°=32 | 28-64 | 27 =128 | 28 =256 | 29 =512 | 20 = 1024 | 2" = 2048
logN/N | 0,375 0,25 0,156 0,094 0,055 0,031 0,0176 0,0098 0,0054

5.3.4 Désledky diskrétnej Fourierovej transformacie (DFT)




Spracovanie urcitej Casovej funkcie ako nespojitej diskretizovanej periodickej funkcie
ma prirodzene urcity vplyv na presnost dosiahnutych vysledkov. V désledku uvedeného je
potrebné vediet, ako spektra odpovedaju informaciam obsiahnutym v meranom signale,
resp. aké kroky je potrebné urobit pre zniZenie nepresnosti.

5.3.4.1 Vyhodnotitel'ny frekvenény rozsah

Vytvorené spektrum pozostava z N Ciar, ktoré su vzhladom k nulovej frekvencii
symetrické (X(k)= X*(- k)) Spektrum je okrem toho periodické s periédou f

R

X(k)=X(k+N). (5.34)

takze plati

Z toho vyplyvaju nasledujuce vlastnosti spektra

e hodnota X(N/2) v mieste Nyquistovej frekvencie %fs je stale redlna, pricom plati
X(=N/2)=X(N/2), (5.35)
e spektrum je symetrické aj vzhladom k Nyquistovej frekvencii t. j. plati
X(N/2+r)=X*(N/2-r), r=12,....
Z toho vyplyva, Zze N/2+1 hodnét
X(0), X(1),..., X (N/2) ur&uje Uplne spektrum znazornené na obr.5.23e.

V dosledku periodicity spektra méZzeme pri vyhodnocovani uvazovat iba s N/2 c&iarami

spektra medzi nulovou a Nyquistovou frekvenciou. Vyhodnotitelny frekvenény rozsah je
uréeny frekvenciou vzorkovania. Frekvenény rozsah je od nuly najviac po Nyquistovu

frekvenciu 1 fs.
2

5.3.4.2 Kmitoctové skreslenie (Aliasing)

Pojmom ,aliasing“ oznaCujeme skreslenie frekvenénych zloziek vo vyhodnotitefnom
rozsahu v désledku zrkadlového obrazu vy$Sich frekvencii na Nyquistovej frekvencii

Ako uz bolo uvedené, digitalne urCené spektrum je symetrické vzhladom
k Nyquistovej frekvencii, t. j. plati X (N/2+r)= X*(N/2-r), r=12,.... Frekvencie ¢asového
signalu nad Nyquistovou frekvenciou, t. j. vysoké frekvencie sa objavia v désledku

symetrickych vlastnosti spektra tam, kde vébec nie su Ziadne zlozky frekvencie vo
vyhodnocovanom signali.

Pokial pre vzorkovaciu frekvenciu f; plati f,)2f (f reprezentuje frekvenciu
meraného signalu) dostdvame skutocné amplitidové spektrum. Ak sa frekvencia f, bliZi

k frekvencii f , vo frekvenénom spektre sa objavi skreslenie nizkou frekvenciou f, —f , ktora

S
v skuto€nosti neexistuje. Tento jav sa vyskytuje Casto pri filmovani na diskoch ota¢ajucich sa
kolies, pricom sa zdanlivo mézeme dostat' aj do oblasti zapornej frekvencie s ota¢anim v
opaénom smere. Dal$im prikladom je pozorovanie rotujlcich &asti stroboskopickou lampou,
pricom pri f =f, nastava zdanlivy kludovy stav.

S

Aby sa pri vyhodnocovani meranych procesov pomocou DFT pri frekvencii ¢asového
signalu f) f, /2 nevyskytovali zdanlivé, neexistujice nizke frekvencie, je potrebné merany

signal pred DFT filtrovat a potlacit’ vSetky frekvencie nad Nyquistovou frekvenciou f,/2 .



Tato poziadavka potlacenia neziaduceho ,,aliasingu* je obsiahnuté v tzv. Shannonovom
teoréme vzorkovania, ktory hovori, Ze vzorkovany signal nesmie obsahovat’ Ziadne zlozky

s frekvenciou nad Nyquistovou frekvenciou, ak sa ma spektrum medzi nulovou

a Nyquistovou frekvenciou spravne reprodukovat’. Filtrovanie sa realizuje tzv.
antialiasingovymi filtrami. PotlaCenim tychto zloziek frekvencii sa z(zi oblast’
vyhodnotitelnych frekvencii znova medzi nulova hodnotu a hodnotu vzorkovace;j frekvencie.
Oblast'ou skumanych frekvencii je teda dana aj vzorkovacia frekvencia.

Chyba vzorkovani mize ovSem byt jest¢ daleko horsi. Pokud se totiz v ptivodnim spojitém
signalu vyskytuje frekvence vyssi nez je polovina vzorkovaci frekvence (nazyvana téz
[[Nyquistova frekvence]]), dojde, jak pravi [[Shannoniiv teorém]], k tplnému a nendvratnému
zkresleni signdlu diky jevu nazyvajicimu se [[aliasing]]. Aliasingu se da zabranit jediné
takzvanym antialiasing [[Filtr (zpracovani signalu)|filtrem]], coz je [[dolni propust]] zafazena
pred ptevodnikem. Ta nedovoli frekvencim vyssim nez je Nyquistova frekvence vstoupit do
pievodniku.

Naptiklad u zdznamu hudby na [[Kompaktni disk|CD]] je pouzita vzorkovaci frekvence
44,1kHz, takze na CD mohou byt zachyceny frekvence zhruba do 22&nbsp;kHz. Vzhledem k
tomu, ze rozsah frekvenci slySitelny [[ucho|lidskym uchem]] se uvadi jako 20Hz - 16kHz, je
tak na CD moZzno zaznamenat slySitelné spektrum v celé §ifi.

V telekomunikacich se pouziva vzorkovéni 8 kHz (standardni telefonni pasmo je od 0,3 do
3,4 kHz) takze nejvyssi ptenesend frekvence je 4 kHz to je pro ptenos hlasu dostacujici.



FILTRACIA
Filter je obvod, ktory ma rozne zosilnenie pri r6znych frekvenciach. Preptsta signdly,

resp. ich harmonické zlozky iba v ur¢itom pasme frekvencie a to s malym utlmom (priepustné
pasmo) [10]. V nepriepustnom pasme je utlm vyrazny. Casto sa pouZivaju v radiach,

pocitacoch, riadiacich systémoch atd’.

Filtre pozname [10]:

- idealne
- analogové (pasivne) — RC, LC, RLC

- digitalne (aktivne) — zosilnovace, funcné bloky

Idedlny filter je sustava, ktord neskresluje tvar vstupného signalu. Za neskresleny signal
povazujeme signal, ktory sa od pdvodného lisi iba zosilnenim a oneskorenim y(t) = Kx(t— td)

Aplikujeme Fourierovu transformaciu

Ho)= K- X(w) (8.0)

pri frekvenciach, kde je nenulové spektrum vstupného signalu:

- amplitudova charakteristika idealneho filtra musi byt’ konstantna |H (a)l = |K|

- fazova charakteristika musi byt imerna frekvencii arg H(w)= —ot, + nr

a) 4 b) A
1 1 e
......._.......’ =
0 Wy w 0 0, o
c) 4 d) 4
1 - 1
| >
0 o4 0, O 0 o

Obr. 8.1 Frekvencné charakteristiky idealnych pasmovych filtrov [10]
a) dolnopriepustny filter (low-pass), b) hornopriepustny filter (high-pass), c)
pasmova priepust (band-pass), d) celopriepustny filter (all-pass)



Typy analégovych filtrov

Cebysevov filter , ma najlepsie priblizenie k idealnej odpovedi hocijakého filter pre
Specifikovani objednévku a vinky.

* Butterworthov filter , m4d maximalny plochy kmitoctovy odozva.

* Besselov filter , ma maximalne ploché fdzové oneskorenie .

» Elipticky filter , ma najstrmsi prerusenie hocijakého filter pre Specifikovant objednavku a
vinky.

Porovnanie dolnopriepustnych filtrov 5.radu, fc — amplitida signalu klesne na 0,707

Butterworth Chebyshev type |
1 - 1
08 — 08 -
0.6 0.6
04 - 04 =
02 — 02 -
o | Y — |
0 02 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
Chebyshev type 2 Elliptic
1 - 1 —-\__/\4
08 - — 08 -
0.6 0.6
04 - 04 -
02 - — 02 -
0 | | 0 | |
0 02 0.4 0.6 0.3 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8

1. Butterworthov filter (najrychlejSie odreze a ma najlepsiu aproximaciu vzhl'adom
k idealnemu filtru). Charakteristicka funkcia filtracie, teda modul v normovanom

tvare je:
FIQ?)= B, + B,Q% +..+ B,Q°" (8.6)
resp. F(Qz)= 1+Q*

n-rad filtra
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Obr. 8.2 Amplitidovo frekvenéna charakteristika Butterworthovho filtra 4. a 8. radu [10]

Poly Butterworthovho filtra lezia na jednotkovej kruznici a jeho amplitudova

charakteristika monotonne klesa v pasme prepustania z hodnoty 1 pri Q=0 na
hodnotu 1/\/5 pre Q=1 pre vSetky hodnoty n. So zvySujucim sa radom filtra sa

amplituidova charakteristika Butterworthovho filtra priblizuje k idealnej krivke (obr.

8.2). Pasmo prechodu vSak nie je dostatoCne uzke.

(8.7)

1
Hy Q)= ————
,(22) N1+ Q*”

2. Cebysevov filter — charakteristicka funkcia filtracie, teda modul v normovanom
tvare je:
Fl@*)=1+£C(Q) (8.8)
n-rad filtra , e-parameter, ktory udava mieru zvinenia
Cn-Cebysevov polyném stupiia n Cn(o)=cos(n.cos™'m)
Cebigevov filter (Chebisev 1), Lowpass, s parametrami:
- usporiadanie (filter order): 1
- hranica prechodového pasma frekvencie (passband edge frequency rads/sec):
40

- prechodové pasmo Sumu v dB: 2
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Obr. 13 Filiracia FIR. filtrom 1. man s a2, = 0.1

Obr. 14 Filiracia FIR. filrom 20, radu s ea=0.05

Kalmanov filter — minimalizuje rozptyl chyby v linearnych systémoch (meranie

polohy, navigacia polohy)
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Obr. 6 Amplitudové charakteristiky analogovych filtrov 6. radu v poradi:

Butterworthov, Besselov, Cebysevov, Cebysevov inverzny a elipticky.
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f > f,z je chybne interpretovany. V dosledku
riedkeho vzorkovania sa tato zlozka signalu zapocitala k frekvencii f /3 namiesto frekvencie
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Obr. 6 Amplitidové charakteristiky analogovych filtrov 6. radu v poradi:
Butterworthov. Besselov, C ebysevov,

Cebysevov inverzny a elipticky.
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